Sonder-Abdruck aus dem LIII. Bde. der Sitzungsb. der kais. Akad. der Wissenschaften.

Uber die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes
der Warmetheorie.

Von Ludwig Boltzmann.

(Vorgelegt in der Sitzung am 8. Februar 1866.)

Bereits langst ist die Identitat des ersten Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie mit
dem Princip der lebendigen Kréfte bekannt; dagegen nimmt der zweite Hauptsatz eine eigenthiim-
liche exceptionelle Stellung ein und wird sein Beweis auf hie und da nicht einmal sichern, keinesfalls
aber klar vor Augen liegenden Umwegen gefiihrt.

Es soll nun der Zweck dieser Abhandlung sein, einen rein analytischen, vollkommen allgemeinen
Beweis des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie zu liefern, so wie den ihm entsprechenden Satz
der Mechanik aufzufinden.

I. Bestimmung des Begriffes der Temperatur.

Zunéchst ist uns hiezu die Bestimmung eines Hauptbegriffes der gesammten Warmelehre nothig,
der bis jetzt noch nicht mit Scharfe und Einstimmigkeit definirt wurde, ndmlich des Begriffes
der Temperatur. Wir werden hiebei offenbar am meisten im Geiste der mechanischen Theorie der
Wirme verfahren, wenn wir zuerst die experimentelle Definition der Temperatur aufstellen und
dann untersuchen, welche Function der die Moleciilarbewegung bestimmenden Gréflen derartige
Eigenschaften besitzt, um als Reprasentant dessen gelten zu kénnen, was sich uns in der Natur als
Temperatur kundgibt. Es ist aber das erste und nothwendigste Bestimmungsstiick der Temperatur,
dafl beliebige Korper von gleicher Temperatur, mit einander in Berithrung gebracht, sich keine
Warme, also keine lebendige Kraft der Atombewegungen mittheilen und wir haben die Bedingungen
aufzusuchen, die zu diesem Gleichgewicht der Warme erforderlich sind. Zu diesem Zwecke betrach-
ten wir zwei beliebige sich berithrende Korper, die aus Atomen bestehen sollen, zwischen denen
Krafte thatig sind, deren Intensitat ganz allgemein eine Function der Entfernung zweier Atome sei.
AuBerdem soll die Berithrung so geschehen, dafl sie weder mit einer Verdichtung noch Verdiinnung
des einen oder anderen Korpers verbunden ist, indem solche jedesmal Temperaturdnderungen
erzeugen und dadurch das Gleichgewicht der Warme stéren wiirde, mit anderen Worten, es soll der
Druck nach allen Richtungen gleich sein. Unterziehen wir nun speciell die Wechselwirkung eines
Atoms des ersten Korpers mit der Masse m und der Geschwindigkeit ¢, so wie eines Atoms des
zweiten Korpers mit der Masse M und der Geschwindigkeit C' der Betrachtung. Wir setzen voraus,
daf die Geschwindigkeiten der {ibrigen Atome bereits so gewihlt seien, dafl sie von den Atomen m
und M durchschnittlich weder lebendige Kraft aufnehmen, noch an sie abgeben, so wie auch daf
sie die Projection der progressiven Bewegung des gemeinsamen Schwerpunktes beider Atome auf
eine beliebige Richtung im Durchschnitt nicht &ndern, was in der That stattfinden muf3, wenn eine
Stabilitiat des Zustandes beider Korper in unserem Sinne vorhanden sein soll. (Fiir den Fall, daf
beide Korper ruhen, ist die mittlere Bewegung des Schwerpunktes = 0; es ist jedoch nicht nothig,
diese Beschrankung einzufiithren.) Suchen wir nun die Bedingung dafiir, dal das Atom m auch von
M im Durchschnitt keine lebendige Kraft erhilt; dafl also auch zwischen ihnen Gleichgewicht der
Wirme stattfindet. Es folgt aus unseren Annahmen, dafl nach einer gewissen Zeit, deren Anfang
und Ende mit ¢; und ¢, bezeichnet werden soll, die Summe der lebendigen Kréfte beider Atome, so
wie die Bewegung des gemeinsamen Schwerpunktes nach einer beliebigen Richtung wieder dieselben
Werthe annehmen werden; dafl also, wenn wir mit v und V' die Geschwindigkeiten nach dieser Zeit,
mit ¢ und ® die Winkel der Geschwindigkeiten ¢ und C' mit einer vorlaufig noch willkiirlich im
Raume gelegenen Geraden G, mit 9 und © die Winkel der durch die Richtungen von ¢ und C und
die Gerade G gelegten Ebenen mit einer ebenfalls willkiirlich durch G gelegten Ebene, endlich mit
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¢, @, ¥ und O’ die entsprechenden auf den Zustand nach der Zeit t, —t; beziiglichen Winkel

bezeichnen, folgende Gleichungen gelten:
muv? N MV?  mc? N MC?
2 2 2 2
muvcosp’ + MV cos® = mccosp + MC cos P (1)

musin ¢’ cos?’ + MV sin @’ cos ® = mesin ¢ cos ¥ + M C sin ® cos ©
musin ¢’ sin®’ + MV sin @ sin ©’ = mcsin psind + MC sin @ sin ©
Wir wollen nun die Lage der Geraden G so wahlen, daf3
musin ¢’ cos¥’ = mesin p cos
und e . . (3)
musin ¢’ sin’ = mcsin psin 9
wird; wir haben alsdann wegen der Gleichungen (2) auch
MYV sin ®' cos ® = MC'sin ® cos ©
MYV sin®’ sin® = MC'sin ® sin ©

Diese Bedingung wird erfiillt, indem wir uns alle Krafte, die auf m gewirkt haben, mit den

(4)

Zeitdifferentialen, wahrend welcher sie wirkten, multiplicirt, an einem beliebigen Punkt des Raumes
angebracht denken, und die Richtung der Resultirenden aller dieser Kréfte als Richtung der
Geraden G annehmen. Wenn daher X, Y und Z die in einem Augenblick auf m in den Richtungen
der Coordinatenaxen wirksamen Krafte sind, so ist G die Resultante der ebenfalls nach den
Coordinatenaxen wirkend gedachten drei Krafte:

t t t

Xdt, Ydt, / Zdt.

t t t

Alsdann folgt, wenn man die Gleichungen (3) quadrirt und addirt und schlielich durch 2m dividirt
mu? mc?

——sin? ' = 5 sin? o; (5)

eben so geben die Gleichungen (4):
2 2

sin? @’ = sin? ®. (6)

Mit Beriicksichtigung der neuen Gleichungen (5) und (6) verwandelt sich (1%) in:
muv?cos? ' MVZ?cos?®  mec?cos?p  MC?cos? &
2 2 N 2 2 ’
und kann die dem Atom m zugefiihrte lebendige Kraft

- mv?  mc?
2 2
auch ausgedriickt werden durch
- muv? 02052 ¢ mc? (;os2 © (8)

Eliminirt man nun aus den Gleichungen (7) und (1°) einmal V', dann v, so erhilt man fiir v und
V folgende aus der Theorie des Stofles bekannte Systeme von Bestimmungsgleichungen:

veosp’ = ccosy
Vecos® = Ccosd

und
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2MC cos® + (m — M)ccos g

veosyp' = —",
2 M — P
V cos & — 2MECos® + ( m)C cos ‘
m+ M

Das erste System gibt die Werthe vor der Zeit ¢4 —t; und wiirde, falls es auch nach dieser Zeit
gliltig ware, doch [ = 0 liefern, daher das Warmegleichgewicht nicht stéren; der Werth von v des
zweiten Systems jedoch in Gleichung (8) substituirt, gibt:

- —(anﬂj\fr)Q [MC? cos? ® — mc? cos® ¢ + (m — M )cC cos ¢ cos ®]. (9)
Nachdem m und M die Geschwindigkeiten v und V erhalten haben, wird der eben beschriebene
Proce von neuem beginnen, wobei nun v und V die Rolle von ¢ und C iibernehmen und so
fort bis ins Unendliche. Es fragt sich, wann die an m mitgetheilte lebendige Kraft im Mittel = 0
sein wird. Zuerst besprechen wir die Winkel ¢ und ®; offenbar besteht bei der Mannigfaltigkeit
der auf m wirkenden Kréfte und der Willkiirlichkeit der Bewegungsrichtung der Atome (denn
von regelmafligen Bewegungen ist hier nicht die Rede, da sich selbe nach andern von ihrer Natur
abhéngigen Gesetzen fortpflanzen wiirden) keine diese Winkel bestimmende Relation; es wird
daher wohl die einzig sachgeméfie Annahme sein, daf§ fiir die Geschwindigkeiten ¢ und C
jede beliebige Richtung im Raume bei einer gewissen Richtung von G gleich wahrscheinlich ist.
Eine einfache Betrachtung lehrt, dafl man alsdann das Mittel I’ der mitgetheilten lebendigen Kraft

beziiglich aller mdglichen Richtungen findet, indem man den in Gleichung (9) gegebenen Werth

sin o dp
2

die Integrationen wirklich aus, so erhalt man:

y 4mM (M02 B mcg)

von [ mit multiplicirt und beziiglich ¢ von 0 bis 7 integrirt; dasselbe gilt von ®. Fithrt man

T 3m+ M2\ 2 2
Ferner werden die Zeitmomente, in denen der erste der besprochenen Processe aufhort und der
zweite beginnt, oder der zweite authért und der dritte beginnt u. s. f. fir jede Grofle von

me2  MC?

2+2’

so wie jede Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung des beiden Atomen gemeinsamen
Schwerpunktes, durch die man immer den Beginn der Processe charakterisiren mag, im Allgemeinen
derart im ganzen Verlauf der Zeit vertheilt sein, dass eine Geschwindigkeit um so 6fter von einem
solchen Moment getroffen wird, je haufiger sie vorkommt und durch je langere Zeit sie andauert,
oder umgekehrt: die verschiedenen Geschwindigkeiten entstehen eben dadurch, dal dem Atom
unregelméaBig bald lebendige Kraft mitgetheilt, bald wieder entzogen wird und das Verhaltnif} der
Zeit, wahrend welcher eine gewisse Geschwindigkeit stattfindet, zur ganzen Zeit wird daher um
so grofler sein, nach je mehr Processen diese Geschwindigkeit wiederkehrt. Indem wir daher mit
diesem Verhaltnifl den jeder Geschwindigkeit entsprechenden Werth !’ multipliciren und beziiglich
aller Geschwindigkeiten integriren, erhalten wir den Mittelwerth von I’ mit Riicksicht auf den
Wechsel der Geschwindigkeiten; bezeichnen wir ihn mit L, so ist
[ AmM (fMTCzdt B fmTczdt)

3(m+M)2\  [dt Jdt )’

wobei blos jene Geschwindigkeiten mitzuzahlen sind, fiir die
me?  MC?

2+2’

(10)
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so wie die Geschwindigkeit des gemeinsamen Schwerpunktes bestimmte, oder, wenn man will,
zwischen zwei unendlich nahen Grenzen liegende Werthe besitzen. Da es jedoch gleichgiltig ist,
welchen Werth ich hiezu auswéhle, so mufl L fiir jeden beliebigen verschwinden, wenn Gleichheit
der Temperatur stattfinden soll; es mufi daher auch unabhéngig von

me?  MC?

2 2

und der Bewegung des Schwerpunktes:

JUEdr [ mEar

[dt —  [dt

sein, wo die Integrale rechts und links nicht nothwendig zwischen denselben, wohl aber zwischen

solchen Grenzen genommen werden miissen, dafl man unabhéngig von jeder Zufalligkeit die mitt-
leren lebendigen Krafte erhélt. Es ist somit die Temperatur eine Function der mittleren lebendigen
Kraft eines Atoms. Wir kénnen nun diese Function so bestimmen, daf
1. zu gleichen Temperaturerh6hungen desselben Koérpers um so genauer gleiche Warmemengen
erforderlich sind, je mehr es erlaubt ist von der durch die Warme dabei geleisteten Arbeit
abzusehen; es ist unmittelbar klar, dafl alsdann die Temperatur
mc2
T= AM + B (11)

Jdt

gesetzt werden muf.

2. daf} die iibergehende Warmemenge der Temperaturdifferenz proportional ist. Die Formel (10)
scheint dafiir zu sprechen, da§ T' alsdann ebenfalls die Form (11) bekédme; um sie jedoch strenge
beweisend zu machen, miiiten noch complicirte Untersuchungen angestellt werden, die wir aber,
da die angefiithrte Thatsache nicht einmal experimentell allgemein nachgewiesen ist, ja Clausius
sogar fiir Gase ein anderes Gesetz der Warmeleitung fand, hier unterlassen wollen; jedenfalls
liefert jedoch die Gleichung (10), falls man den in (11) gegebenen Werth fiir T' gelten 1afit, den
Beweis, daf3 durch Leitung die Warme immer vom warmeren zum kélteren Koérper iibergeht.

3. dafl bei absoluten Gasen die Ausdehnung oder besser das Product aus Druck und Volum der
(absoluten) Temperatur proportional

ist. Da dieses Product bekanntlich der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung

der Moleciile proportional ist, so wiirde auch hieraus die Form (11) mit B = 0 fiir die absolute

Temperatur folgen, wenn nachgewiesen ware, dafl die mittlere lebendige Kraft der progressiven

Bewegung der Moleciile der mittleren lebendigen Kraft der Atome proportional sein muf.

Dies soll im folgenden versucht werden.

II. Relation zwischen der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden
Bewegung der Moleciile und der mittleren lebendigen Kraft der Atome.

Wir wollen, um diese Relation aufzufinden, ganz denselben Weg, wie bei der vorigen Deduction
einschlagen, indem wir die unregelméaflige Mittheilung lebendiger Kraft auf elastische Stofle zuriick-
zufiihren suchen. Es bestehe das Gasmoleciil aus mehreren Atomen mit den Massen m, m;, m,...
und den Geschwindigkeiten ¢, ¢;, ¢y... Wir betrachten, wie frither, die Einwirkung des Atoms m auf
irgend ein fremdes M, sei es von den iibrigen Gasmoleciilen, sei es von den das Gas umschliefenden
festen oder fliissigen Korpern. Das betrachtete Moleciil sei anfangs auflerhalb der Wirkungssphéare
von M, gelange mit dem M enthaltenden Moleciil zum Zusammenstol und entferne sich
schlieBlich wieder aus dessen Wirkungssphiare. Wir wollen nun so lange abwarten, bis (vielleicht
nach verschiedenen anderen Zusammenstofien) my,ms... ganz dieselben Geschwindigkeiten und
Geschwindigkeitsrichtungen wie anfangs erhalten, wahrend fiir m und M folgende Gleichungen
gelten, deren Bedeutung aus dem Fritheren bekannt ist:
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muv? n MV? B mc? n MC?
2 2 2 2

muvcos’ + MV cos® = mccosp+ MC cos®
mucosy + MV cosX' = mccosy + MC cosX
muvcosy’ + MV cos W' = mccos) + MC cos W,

wo wiederum v und V die Geschwindigkeiten am Ende der betrachteten Zeit, ¢, ®, ¢’ und @’
die Winkel der Geschwindigkeiten ¢, C, v und V mit der ganz wie vorhin beziiglich m und M
gewahlten Geraden G; x, X, x’ und X’, so wie ¢, ¥, ¢’ und ¥’ aber die Winkel derselben
Geschwindigkeiten mit zwei, sowohl unter einander als auch auf G senkrechten Geraden sind. Die
entsprechenden auf mq,m,... beziiglichen Gréflen werden wir mit dem respectiven Index 1,2...

bezeichnen. Man erhalt wie frither die Gleichungen:

2MC cos® + (m — M)ccos g
m+ M

veosp =

veos ' = ccosy (12)

veosy = ccosp
Es handelt sich nun um den Zuwachs A, den die lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
des Schwerpunktes des Moleciils nach der betrachteten Zeit erfihrt. Zunachst ist, wenn &, 7, ¢ und

&, n’, ¢ die Projectionen der Geschwindigkeiten des Schwerpunktes vor und nach der betrachteten
Zeit auf die Richtung G, so wie auf beide darauf senkrechten Richtungen bezeichnen:

m+m1+m2...(€,2+n/2+</2_€2_,72_C2)- (13)

2

Ferner ergibt sich, wenn man mit ¥«; eine Summe bezeichnet, in der dem « der Reihe nach die

)\:

Indices 1,2... zu geben sind:

MC COS © + XM,Cy, COS Py,

£

m + Xmy, ’
_ mccos X + Xmycy coS Xy,
m + Xm,, ’
= mc cos ) + Ymycy cos
m+ Xmy, ’
daher:
1

4?4+ = T{m2c2 + Emﬁc,% + 2mc cos pXimycy, cos o +

+2XXmy,cy, €o8 pmy e cos ;... }
es folgen noch die Glieder, die x und 1 statt ¢ enthalten.

Die Bedeutung der Doppelsumme ist klar. Substituirt man ferner in die den Ausdriicken fiir
&, n, ¢ analogen Werthe fiir £',n,¢’, die in den Gleichungen (12) gegebenen Werthe, so folgt:

¢ = m[2MC cos ® + (m — M)ccos ] + (m + M)Emy.c;, cos ¢,
N (m+ M)(m+ Xmy,)

n=mn (=¢

daher endlich nach Gleichung (13):
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_ m?[2M?C? cos® ® + 2M (m — M)cC cos ¢ cos ® — 2mMc? cos® ]
N (m+ M)2(m + Xmy,)
2mM (C cos @ — c cos @) Emy,cy, cos ¢y,
(m+ M)(m+ Xmy,) '

A
(15)

m und M sind hier ganz zufillig gewédhlte Atome; wir kénnen daher, wie frither, annehmen, daf
die Richtungen ihrer Geschwindigkeiten bei der gew#hlten Summe ihrer lebendigen Krafte und
Bewegung ihres Schwerpunktes weder von einander noch von der Richtung G abhéngig sind,
daf} sich also G gegeniiber den Richtungen von ¢ und C' wie eine willkiirlich im Raum gezogene
Gerade verhalt. Wir werden daher den Mittelwerth beziiglich aller ® finden, indem wir mit %
multipliciren und zwischen 0 und 7 integriren; in gleicher Weise tragen wir der Willkiirlichkeit
von ¢ in allen von ¢, ¢,... unabhangigen Gliedern Rechnung. Anders jedoch verh&lt es sich mit
©1,Py...; €s ware namlich moglich, dal die Winkel der Geschwindigkeiten der iibrigen Atome des
Moleciils mit der beliebigen Geraden G in gewisser Weise von ¢ abhéngig wiren und es braucht,
wenn wir mit f(¢, ¢, )dedye, die Wahrscheinlichkeit, daf§ ¢ zwischen den Grenzen ¢ und ¢ + de,
¢y, aber zwischen den Grenzen ¢, und ¢, + dy,, liegt, nicht nothwendig

sin ¢ sin ¢, dpd
£, o) dipdipy, = 22 f'“ PPk

zu sein. Wir haben daher das letzte Glied der Formel (15) mit f(p, ¢i)dedp, unter dem Summen-
zeichen zu multipliciren und zweimal zwischen 0 und 7 zu integriren, was in Verbindung mit den
frither erwahnten Integrationen den Mittelwerth
V- 4m*M MC?*  mc?
C3(m+M)2(m+YXm,) \ 2 2

2M

- MC COS Y 1M, Cy, COS , 0 )dpd
(m+M)(m+Emk)/0 /0 p Bmycy, cos . [, pr)dipdepy,

liefert. Nimmt man hier, vollkommen wie es bei I’ geschah, das Mittel der Geschwindigkeiten
beziiglich ihrer Veranderlichkeit mit der Zeit, so erhalt man als Durchschnittswerth der Vermehrung
der lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung des Moleciils:

4m> M JMC g [megy
Y\ [fdt  [at

2M f07r f(f J mecos p Tmycp, cos oy, f(i, pp)dipdipydt
(m+ M)(m + Xm,) Jdt ’

~ 3(m+ M)2(m + Zmy,

wo das Integral beziiglich der Zeit wieder iiber ein hinlénglich grofies, im Ubrigen aber willkiirliches
Intervall zu erstrecken ist. Soll sich nun das Gas in einem stationdren Zustande befinden, so daf}
bei den Moleciilarstéflen durchschnittlich weder lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegungen
in lebendige Kraft der Bewegungen der Atome im Moleciil, die die Bewegung des Schwerpunktes
nicht afficiren (Schwingungen um mit den Moleciilen fortschreitende Gleichgewichtslagen oder
Moleciilarrotationen), noch umgekehrt verwandelt wird, so muf3

A=0

sein. Beriicksichtigt man auflerdem die als Bedingung des Warmegleichgewichtes zwischen
M, m,m,... gefundenen Gleichungen:

JMCa  [mEar [™ddr

fdt — [at —  [dat 7

(16)

so erhalt man die Bedingung;:
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Jo Iy [ mecos p Smyey cos g flp, pp)dpdpydt .
Jdt -

mit deren Hiilfe man leicht die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Meleciilarbewegung

(17)

P bestimmt. Nimmt man n#amlich von den in Gleichung (14) fiir £2 + n? + (2 gegebenen Werthen
in der bereits bekannten Weise das Mittel und multiplicirt mit

m+ Xmy,
2 )
so erhalt man
2 2
1 f%dt f%dt
P = 2 E 2
m—i—Emk{m [at ™t

+f07r Jy [ mecos o Smyey cos gy f(p, o) dipdipydt
[dt
+f(;T fow f EEmymycy, cos e cos oy fp, ) dprdedt

Tat

s}

wo wieder die entsprechenden Glieder mit x und v zu ergénzen sind. Hier fallt die zweite Reihe

in Folge Gleichung (17) aus; ferner iiberzeugt man sich leicht, wenn man dieselben Schliisse wie
auf m auch auf m,, m,... anwendet, daf die dritte Reihe ebenfalls gleich 0 ist. Uberdies haben wir
bereits erinnert, dafl sich G gegen ¢ wie eine willkiirlich gezogene Gerade verhalt; die Folge davon
ist, dafl die Gleichung (17) auch fiir alle anderen Geraden, daher auch, wenn man x und ¥ statt ¢
setzt, giiltig bleibt und alle folgenden Reihen im Ausdruck fiir P ebenfalls verschwinden. Die erste
aber geht unter Beriicksichtigung der Gleichungen (16) iiber in:

mc2 mC2
<mf Tt L s det)

[dt " at

und man erhalt daher, durch m + ¥m,, weg dividirend, den einfachen Ausdruck:
[ m< gt
Jdt

d. h. die mittlere lebendige Kraft der progressiven Bewegung eines Moleciils ist gleich der mittleren

pP=

lebendigen Kraft eines Atoms.

Da nun der Ausdruck pv (das Product aus Druck und Volum) bei permanenten Gasen der
ersteren proportional ist, so folgt, dafl er es auch der letzteren ist und daher zur Erfiillung der
Gleichung:

pv =T const.

erforderlich ist, dafy die Temperatur der mittleren lebendigen Kraft eines Atoms proportional
gesetzt werde.

Es sei hier noch kurz bemerkt, daf, falls man annimmt, der Winkel der Geschwindigkeit eines
Atoms mit einer beliebigen Geraden sei ganzlich unabhéngig von dem Winkel der Geschwindig-
keiten der iibrigen Atome desselben Moleciils mit derselben Geraden, die Bedingung (17) erfiillt ist.

Denn es wird dann:

sin ¢ sin ¢
Flipy i) = T EE
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und

foﬂ f;fccoscpck cos ¢y, f (@, r)dedp,dt B [ cepdt - f(;Tdcos2 <pf07rdcos2 Ok
[dt B 16 [ dt

und es scheint nicht unwahrscheinlich, dafl die obige Annahme in der Natur wirklich statt hat;
wenigstens ist hiermit bewiesen, dafl im Falle ihrer Giiltigkeit fortschreitende Bewegung und innere
Bewegung der Moleciile sich das Gleichgewicht halten und es ist nicht recht einzusehen, welhalb
diese Unabhangigkeit der Bewegungsrichtungen der Atome sonst gestort werden sollte.

II1. Begriindung des Ampeére’schen, Dulong-Petit’schen und Neumann’schen
Gesetzes fiir Gase.

Wir wollen den eben fiir P gefundenen Ausdruck zur Ableitung einiger die Theorie der Gase
betreffenden Relationen beniitzen, die, wenn sie auch dem vorgesetzten Zwecke dieser Abhandlung
nicht forderlich sind, sich doch natiirlich an das Vorhergehende anschlieen. Wir nehmen an, das
Gas enthalte N Moleciile, jedes Moleciil aber sei aus a Atomen des ersten der das Gas bildenden

Grundstoffe mit den Massen m und mittleren lebendigen Kréften m;Q, ferner aus a; Atomen des

zweiten Grundstoffes mit den Massen m; und lebendigen Kraften m#cf u. s. f. im Ganzen aus
n Atomen zusammengesetzt. Es ist hier zum ersten Male nothwendig, von dem im Gase
vorhandenen Ather zu abstrahiren, wihrend in allem frithern die Atome eben so gut Ather- als
Korperatome sein konnten. Alsdann ist das Product aus Druck und Volum des Gases

2NP  Nmc?
= — =
P 3 3

nach einer von Kronig, Rankine und Clausius abgeleiteten Formel. Die Temperatur ist, wenn man

(18)

den Proportionalitatsfactor A der Einfachheit wegen = 1 setzt, wie wir es in der Folge immer thun

werden:
mc?
T= T; (19)
dividirt man (18) durch (19), so ergibt sich:
po_ 2N
T 3
d. h. die Anzahl der Molecille ist in beliebigen Gasen, fiir gleiche Werthe von %22 gleich, das

Ampere’sche Gesetz.
Ferner ist die gesammte im Gase enthaltene lebendige Kraft, welche, wenn wir die Warme in
Arbeiteinheiten messen, zugleich die Warmemenge darstellt:

2 2 2 2

amc a;m,c AoMoC Nnme

1M C1 2MyC
Q:N( + + >_ .

2 2 2 2

Fithren wir daher dem Gase die Warmemenge AQ bei constantem Volum zu und bezeichnen die
Veranderungen aller Groflen mit dem Zeichen A, so wird

02

2

C

AT = mAS;
m B H

daher die Warmecapacitit bezogen auf die Volumseinheit bei constantem Volum
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Boltzmann, Uber die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie Transkription

~ ist also constant und da wir voraussetzen, dafl die Volumseinheiten bei gleicher Temperatur
und gleichem Drucke genommen wurden, proportional der Anzahl der Atome im Moleciil, daher
nach dem vorigen Gesetze proportional der Summe der Volume der einfachen Gase, die ein Volum
des zusammengesetzten bilden. Dieses Gesetz fand Masson in seiner Abhandlung ,,sur la correlation
des propriétés physiques des corps“ bis auf wenige Ausnahmen experimentell bestitigt. Es folgt
daraus zugleich, daf} die specifische Warme bei constantem Volum bezogen auf die Gewichteinheit
proportional der Anzahl der Atome im Moleciil dividirt durch das Aquivalent des Korpers ist.

Fiithren wir dagegen dem Gase die Warmemenge A’Q bei constantem Druck zu, so wird

2
A'Q = NnmA’% +pA’v

2
A'T =mA’—.
2
pA’v bestimmt sich leicht aus Gleichung (18), die mit Riicksicht auf die Unveranderlichkeit von p
liefert:
2 c?
A'v = = NmA’—;
pAv = SNmA'
daher

c2 2
AN Q= NmA — —;
Q m 5 (n—i-g),

es wird also die specifische Warme unter constantem Druck bezogen auf die Volumeinheit:

o = A'Q _g<3_n+1>

oA'T T\ 2
und
Y —y=1,
T
daher endlich
2y
3 -y

Diese Formel wiirde eine unmittelbare Berechnung der Anzahl der Atome im Moleciil
gestatten; hier tritt jedoch eine eigenthiimliche Schwierigkeit ein, indem die Rechnung, wenn man
77/ fiir Luft und die meisten einfachen Gase = 1 - 411 annimmt, fiir n eine wenig gréflere Zahl als 1%
liefert, ein Resultat, das im Allgemeinen nicht recht denkbar ist, man miiite denn annehmen, dafl
die betreffenden Gase aus zwei Theilen bestiinden, von denen der eine 1, der andere 2 Atome im
Moleciil enthielten. Nicht viel wahrscheinlicher ist die Annahme, dafl diese Nichtiibereinstimmung
von der Vernachlissigung der im Gase vorhandenen Athermasse herrithre. Bestimmt man %
aus den von Regnault gefundenen Wiarmecapacitiaten der Gase, indem man 4" — + constant = 0 -
0696 setzt und beriicksichtigt, dafl bei der Beobachtung ~ auch die auf innere Arbeit verwendete
Wérme enthalt, daher % nothwendig zu klein ausfallt, so erhalt man n beilaufig fiir Sauerstoff,
Wasserstoff, Stickstoff, Stickstoffoxyd, Kohlenoxydul, Chlorwasserstoff = 1%, fir Chlor, Brom,
Schwefelwasserstoff, Wasserdampf, Ammoniak = 2, fiir Stickstoffoxydul, Kohlensiaure, schwefelige
Saure, die Kohlenwasserstoffe = 2%, fiir Schwefelkohlenstoff = 3 u. s. f. Sieht man von der absoluten
Grofle dieser Zahlen ab, so zeigt sich, dafl sie sich nicht wie die nach dem Ampere’schen Gesetze
berechneten Atomzahlen im Moleciil, sondern wie meist um 1 oder 2 groflere ganze Zahlen
verhalten, wobei allerdings sonderbar erscheinen muf}, daf§ sich die von Masson aus dem Tone einer
mit dem Gase angeblasenen Pfeife bestimmten Werthe fiir MT_V wirklich bis auf wenige Ausnahmen
wie die Zahlen der Atome verhalten. Nimmt man hiezu noch, daf die von Dulong gefundenen Zahlen
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sich wieder ganz anders verhalten, von den frither angestellten Versuchen gar nicht zu reden, so mufl
man allerdings gestehen, dafl die experimentellen Daten noch nicht jene Ubereinstimmung erhalten
haben, um sichere theoretische Schliisse iiber die Zusammensetzung der Gase darauf griinden zu
konnen. Sehr wahrscheinlich erscheint jedoch die von Clausius aufgestellte Hypothese, dafl auch in
einfachen Gasen wenigstens 2 Atome zu einem Moleciil vereint sind.

IV. Beweis des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie.

Der gewonnene Begriff der Temperatur macht es uns moglich, sofort zum Beweise des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Warmetheorie {iberzugehen und zwar soll derselbe in seiner allge-
meinsten zuerst von Clausius aufgestellten Form

/?;o (20)

dargethan werden.

Wir wollen, um nicht durch Einfithrung zu vieler neuer Groflen auf einmal die Rechnung zu
verwirren, zunéchst den Fall betrachten, dafl Druck und Gegendruck wahrend des ganzen Processes
einander gleich sind, so wie dafl im Innern des Korpers bestandig entweder Warmegleichgewicht
oder ein stationdrer Warmestrom stattfindet, so dafi der Korper, wenn man den Procefl zu einer
beliebigen Zeit unterbréche, in seinem augenblicklichen Zustand beharren wiirde. Fiir diesen Fall
gilt in (20) das Gleichheitszeichen. Denken wir uns den Korper zunéchst wahrend einer gewissen
Zeit bei constanter Temperatur und constantem Volum und Druck erhalten, so werden die Atome
im Allgemeinen krummlinige Bahnen mit variabler Geschwindigkeit beschreiben. Wir wollen nun
voraussetzen, jedes beliebig gewahlte Atom kehre bei jedem Zustande des Korpers nach einer
gewissen (wenn auch beliebig grofien) Zeit, deren Anfang und Ende wir ¢; und ¢, nennen wollen,
mit derselben Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung an denselben Ort zuriick, beschreibe also
eine geschlossene Curve, und wiederhole nach dieser Zeit seine Bewegung, wenn auch nicht in ganz
gleicher, so doch in so &hnlicher Weise, dafl die mittlere lebendige Kraft wahrend der Zeit ¢, —¢;
als die mittlere lebendige Kraft des Atoms wahrend einer beliebig langen Zeit angesehen werden
kann und dafl daher die Temperatur jenes Atoms

J,2 5t
T=—"—
ty =1
ist. Es werde nun jedem Atome eine unendlich kleine lebendige Kraft ¢ zugefithrt und zwar

so, dafl dieselbe jedesmal auf die Arbeitsleistung und Erhohung der lebendigen Kraft dieses Atoms
verwendet wird, sich also die verschiedenen Atome unter einander durchschnittlich nichts von der
zugewachsenen lebendigen Kraft mittheilen. Ware die Zufuhr nicht gleich anfangs so geschehen, so
wiirden wir so lange warten, bis das Warmegleichgewicht oder die stationédre Stromung zuriickge-
kehrt wére und den alsdann sich herausstellenden mittleren Zuwachs an lebendiger Kraft mehr der
von jedem Atom bei der Zustandséanderung geleisteten durchschnittlichen Arbeit mit € bezeichnen.
Zugleich sollen sich Druck und Volum des Korpers unendlich wenig éndern. Es wird dann offenbar
das betrachtete Atom eine von der fritheren unendlich wenig verschiedene Curve beschreiben. Wir
bezeichnen nun die Zeit, zu der sich das Atom an einem Ort der neuen Curve befindet, der von
dem Orte des Atoms zur Zeit ¢t; unendlich wenig absteht, mit ¢], die Zeit, zu der das Atom an
denselben Ort der neuen Bahn mit derselben Geschwindigkeit zuriickkehrt, mit ¢, und wollen die
Veranderung des im Z&hler von T stehenden Integrals

b2 me? 52
—dt = m cds
‘ 2 2

1 S1
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suchen, wo ds das Differential des Bogens der vom Atom beschriebenen Curve, s; und s, die den
Zeiten t; und t, entsprechenden Werthe dieses Bogens sind. Diese Veranderung sei:

S2 Sé S2
%5/ cds = % // c'ds’ — %/ cds
51 51 S1

wobei die mit Strichen bezeichneten Groflen der veranderten Curve angehdren, si und sj aber
die den Zeiten ¢} und tj entsprechenden Bogen der neuen Curve sind. Um von der Variation der
Grenzen Umgang nehmen zu kénnen, wollen wir auch ds als variabel betrachten und erhalten:

m . [52 m [*2
55/8 cds = E/s (0c - ds + cods); (21)

hier ist:

ferner hat man, wenn X,Y,Z die Componenten der auf das Atom wirkenden Krifte nach den
Coordinatenaxen sind:

ch

d—~ = Xdz +Ydy + Zdz

2
d6% = 6Xdz + Xdoz + 6Ydy + Ydoy + 6Zdz + Zdsz =

=d(Xoéx+Ydy+ Zéz) + 0Xdxr — dXdx + 6Ydy — dY by
+6Zdz —dZéz.

Integrirt man hier und beriicksichtigt zur Bestimmung der Integrationsconstante, dafl, wenn die

rechte Seite = 0 ist, 5m202 = ¢ sein muf}, so erhalt man:

2
5%—E:X6x+Y6y+Z6z+

+ /(6Xd:1: —dXox +0Ydy — dYdéy + 6Zdz — dZoz).

Hier stellt der Ausdruck links die Differenz der lebendigen Krafte, der Ausdruck rechts in der ersten
Zeile die vom Atom gewonnene Arbeit, daher nothwendig das Integral in der zweiten Zeile die
an andere Atome mitgetheilte lebendige Kraft dar; dieselbe braucht zwar nicht fiir jede Zeit zu
verschwinden, aber ihr Mittelwerth wahrend der Zeit t, — t;, daher auch das Integral {iber diesen

Zeitraum erstreckt, ist unserer Annahme gemafl = 0. Die Beriicksichtigung dieser Thatsache ergibt
daher:

2 2 2 2

9 —1t m dy d?z
_ta—ty / (dt2 o+ dt26y+ t25z)dt

eine Formel, die tibrigens auch direct aus dem Umstande folgt, dal £ die Summe der dem Atom

to dt 2 to —t 1 ty
/ dt gme® _ty—t _/ (X6z + Yoy + Z82)dt
t ty

(22)

im Mittel zugewach- senen lebendigen Kraft und der von ihm durchschnittlich geleisteten
Arbeit ist.
Weiter ergibt sich wegen ds = y/dz2 + dy? + dz2 und ¢ = @

m / cods = / ( doz + dyd6y+ —daz) (23)

Substituirt man die Werthe (22) und (23) in die Gleichung (21), so wird:

11
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m_ [%2 ty —t L2 m (dx dy dz
=5 dg — 21 / d— | 22§ 225 6z | =
2/5108 s ) \@ T’

1

ty —t m (dz dy dz b2
== —| =0z + —=dy+ —9 .
2 E+{2(dt$+dty+dtz t

1

Weil nun aber das Atom zu den Zeiten t; und ] gerade dieselbe Lage und Geschwindigkeit, wie
zu den Zeiten t, und t; hat, daher auch die Variationen zur Zeit t; denselben Werth wie zur Zeit
ty haben, so nimmt das letzte Glied fiir beide Grenzen denselben Werth an, verschwindet also und
es bleibt:

s t 2
maé fsf cds B 26 ftf medt
ty— 1 ty— 1

E =

)

welcher Werth, durch die Temperatur dividirt, liefert:

ty mc?
€ 26 ftlz Tdt 2 me?
ft Tdt t

1 1

Nehmen wir zunachst an, die Temperatur so wie die zugefithrte Warme sei wahrend des ganzen
Processes gleich fiir alle Theile des Korpers, so sind die gemachten Voraussetzungen erfiillt; alsdann
ist aber die Summe aller € gleich der gesammten dem Korper zugefithrten Warmemenge gemessen
in Arbeitseinheiten. Nennen wir letztere dQ), so ist also:

t2m02
5ftl medt
0Q=%e=22—">——
ty—1
50 . . ) (24)
2 mc
— = =Y =20%1 —dt.
T T>€ é og/t 3 dt

1

Wenn nun die Temperatur des Korpers von Theil zu Theil verédnderlich ist, so kénnen wir uns
denselben jedesmal in so kleine Elemente dk zerlegen, dafl man in denselben Temperatur und
Wérmezufuhr als gleichformig ansehen kann; bezeichnet man alsdann die irgend einem Elemente
sowohl von auflen als auch von den iibrigen Theilen des Koérpers zugefithrte Warme mit 6Q) - dk,

so ist wie frither:

0Q t2m
— - dk =26X1 —dt
2. [

1

wo die Summe iiber alle Atome des Elements dk zu erstrecken ist; daher:

0Q b2 me?
—dk = 26X1 —dt;
/Tdk 1) og/t 5 dt;

1

wenn man hier sowohl das Integral als auch die Summe {iber den ganzen Koérper nimmt.

// %dk,

wo sich die eine Integration auf das Zeichen § bezieht, und das von Clausius die Entropie des

Hieraus ist ersichtlich, dafl das Integral

Korpers genannt wurde, den Werth

ty 2
2% log/ %dt +C
t

1

12
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besitzt und zwischen gleichen Grenzen verschwindet, wenn Druck und Gegendruck immer gleich
sind.

Ware zweitens diese Bedingung nicht erfiillt, so konnte man in jedem Augenblicke durch Hinzu-
fiigung neuer Krafte diese Gleichheit herstellen. Die Warmemenge, die in diesem letzteren
Falle, der durch die hinzugedachten Krafte auf den vorher betrachteten zuriickgefiihrt ist, zugefiihrt
werden miisste, um die gleichen Verianderungen des Volumens und der Temperatur des Korpers in
allen seinen Theilen hervorzubringen, muf3 der Gleichung

/ —dk=0

geniigen; allein dieselbe ist nothwendig gréfler als die wirklich zugefithrte, indem sie bei einer
Ausdehnung des Korpers auch noch den Druck der hinzugedachten nothwendig positiven Krafte
zu iiberwinden hat; bei einer Zusammendriickung aber immer ein Theil der driickenden Krafte
hinweggedacht und daher auch die von letzteren erzeugte Warme im Falle des gleichen Druckes
zugefithrt werden mufl. Es gilt also fiir die wirklich zugefithrte Warme nicht mehr das Gleichheits-

//%dk<0.

Ich will zundchst bemerken, wie man die Zeiten ¢, t,, t; und t; und die dazugehorigen Bogen

zeichen, sondern es wird:

zu wahlen héatte, falls das Atom eine auch nach beliebig langer Zeit nicht geschlossene Curve
beschriebe. Zunéchst miifte man die Zeiten t; und ¢, so weit von einander abstehend denken, dafl
die mittlere lebendige Kraft wahrend ¢, —t; die wahre mittlere lebendige Kraft ware, also wohl

am besten so weit abstehend, als man nur immer will. Dann miifiten ¢} und ¢5 so beschaffen sein,

daf} der Ausdruck

dz dy . dz
a(s T+ 8y +E‘5 (25)

fiir beide dieselben Werthe annimmt. Man iiberzeugt sich leicht, dafl dieser Ausdruck gleich dem
Product aus der Geschwindigkeit, der Verschiebung /6x2 + 642 + 622 des Atoms und dem Cosinus
des Winkels ist, den die Richtungen beider einschlielen. Der zweiten Bedingung wird also am

einfachsten geniigt, wenn man s] und sj in jenen Punkten voraussetzt, wo die durch s; und s, zur
urspriinglichen Bahncurve gelegten Normalebenen die variirte Bahn schneiden, fiir welchen Fall

der Ausdruck (25) fiir beide Grenzen verschwindet. Ubrigens wiirde die Variation der Grenz-
werthe, selbst wenn diese Bedingung nicht erfiillt ware, in Vergleich zur Variation des Integrals
verschwinden, wie aus dem Folgenden hervorgehen wird. Alsdann gelten ganz dieselben Schliisse,
die frither auf geschlossene Bahnen angewendet wurden, und man erhélt wieder:

ta me
//5Qdkz— 2X.log fT 2dt
R
wenn 7; und 7, die Grenzen derjenigen Bahn sind, die dem zur untern Grenze des Integrals links
gewahlten Zustande entspricht. Man kénnte nun glauben, dafl dieser Werth des Integrals zwischen
gleichen Grenzen genommen nicht verschwinde, weil, wenn man in der oben beschriebenen Weise
fortfahrt, durch s; eine Normalebene, durch deren Durchschnittspunkt mit der nachsten Curve
wieder eine Normalebene u. s. w. zu legen, man nicht nothwendig, bei schliellicher Riickkehr zur
selben Curve, wieder auf ihr denselben Punkt s; trifft; allein der getroffene Punkt wird sich in
einer endlichen mit der Zeit ¢, — ¢; nicht fortwahrend wachsenden Distanz von s; befinden; daher
wird f:f mTCth von f:f mTczdt nur um eine endliche Grofle verschieden sein und der Quotient

13
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f:2 m2(32 dt
1
I e

T1

sich um so mehr der Einheit, also sein Logarithmus der Nulle ndhern, je mehr man ¢, — t; und mit
ihm die beiden Integrale wachsen 1a8t, also je genauer man die mittlere lebendige Kraft nimmt;
sind jedoch die beiden Grenzen von [[ %dk verschieden, so iibertriftt das eine Integral das andere
im Allgemeinen eine endliche Anzahl mal, es ist daher auch ihr Quotient und dessen Logarithmus
trotz des unendlichen Anwachsens beider eine endliche Zahl. Es ist diese Auseinander- setzung
eigentlich nichts weiter, als die mathematische Précisirung des Satzes, dafl man die Bahnen, falls
sie in keiner endlichen Zeit geschlossen sind, doch in einer unendlichen Zeit als geschlossen ansehen
darf.

Man sieht leicht, dal unsere Schliisse von der Bedeutung der darin vorkommenden Gréflen in der
Warmelehre vollkommen unabhéngig sind und daher zugleich ein Theorem der reinen Mechanik
beweisen, welches dem zweiten Hauptsatze gerade in derselben Weise entspricht, wie das Princip
der lebendigen Krafte dem ersten; es ist dies, wie ein Blick in unsere Rechnungen lehrt, das Princip
der kleinsten Wirkungen, jedoch in einer etwas allgemeineren Form, in der es etwa so ausgesprochen
werden kann:

SWenn ein System von Punkten unter dem EinfluB von Kréften, fiir die das Princip der
lebendigen Krafte gilt, beliebige Bewegungen macht, und dann allen Punkten eine unendlich kleine
lebendige Kraft zugefithrt wird und alle gezwungen werden sich auf unendlich nahen Curven zu
bewegen, so ist X% [ cds gleich der Summe der zugefiihrten lebendigen Kraft, multiplicirt mit
der halben Zeit, wéhrend der die Bewegung geschieht, wenn die Summe der Producte aus den
Verschiebungen der Punkte, ihren Geschwindigkeiten und den Cosinus der Winkel beider fiir beide
Grenzen gleich sind, z. B. die neuen Ausgangspunkte in den durch die alten Grenzpunkte gelegten
Normalebenen der alten Bahnen liegen.

Dieser Satz gibt, wenn man die zugefithrten lebendigen Krafte und die Variation der Grenzen
gleich Null setzt, das Princip der kleinsten Wirkungen in seiner gewohnlichen Form.

Man konnte das Problem auch umgekehrt auffassen; es wiirde dann, wenn man den zweiten
Hauptsatz als theoretisch und experimentell bereits hinlanglich begriindet ansdhe oder gar, wie
Zeuner in seiner neuen Auflage der mechanischen Warmetheorie die Temperatur als den integri-
renden Divisor des Differentialausdrucks d@) definirte, die gegebene Ableitung den Beweis liefern,
dafl der reciproke Werth der mittleren lebendigen Kraft eines Atoms integrirender Factor von §@Q) ist
und daher die Temperatur gleich dem Product dieser mittleren lebendigen Kraft in eine willkiirliche
Function der Entropie sein muss. Diese vollkommen willkiirliche Function miifite auf dhnliche Weise,
wie es in der ersten Abtheilung geschah, bestimmt werden; denn es ist klar, dass man blos
mittelst des zweiten Hauptsatzes den Temperaturbegriff niemals von ihr befreien kann.

Schliefilich will ich noch mit wenigen Worten die Anwendbarkeit der Formel (24) zur Berechnung
der Warmecapacitat berithren. Die Differentiation der Gleichung
m%%t
ty — 1t

T:

liefert namlich:

t mC2 t mCQ
_M;7W7L}T“5%—m_

5T :
t27t1 t27t1 t27t1

die auf Temperaturerh6hung verwendete Warme d H wird gefunden, indem man 67" beziiglich aller

Atome summirt; sie ist also:

14
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1

t2_t1 t2_t1 t2_t1

t2 m(22 t2 m02
6H:26ftl Tdt_zft 2 dt'é(tQ—tl).

und die Vergleichung mit Formel (24) liefert:

ty mc?

5Q = 26H + 2512 W ot —t),
t2_t1 t2_t1 ’

es ist also die geleistete innere und &uflere Arbeit

t2 me? gy
sL—sH +oxts 2 O h)
t2 _tl t2 _tl

t2 m62 t2 mC2
Eéftl -dt Eftl > 9 5ty 1)

lg =1t lg —t tg —t
und die Grofle
5ft2 me? 1
L _
52:/5—dk=2 i - +ndl tl);
T [ me dt ty — 1t
t

1

das von Clausius mit dem Namen Disgregation belegte Integral hat also den Werth:

iy 2
7= Elog/ %dw Slog(ty —t,) + C.
t

1

Fiir den Fall, da8 sich t, —t;, was wir als die Schwingungsdauer eines Atoms betrachten konnen,
nicht andert, hat man:

d(ty—t;) =0
daher:
0Q =20H; 6L =90H;
d. h. die zugefithrte Warme theilt sich in zwei Theile, von denen der eine auf Erwarmung, der
andere auf Arbeitsleistung verwendet wird.

Nimmt man an, der Koérper habe durchaus gleiche Temperatur und es werde dieselbe auch
durchaus gleichméafig erhoht, so wird

t 2 t 2
Ji e i
-+  und 62—-—

t2 - tl t2 - tl

fir alle Atome gleich und die Warmecapacitat « durch ziF_QT ausgedriickt, wenn man Warme und
Temperatur wieder in Arbeitseinheiten mifit und p das Gewicht des Korpers ist. Es erfolgt aber:

ta mc?
pdT % [5 fttlz mTc2dt _ fttlz mTcht 5(t2*t1)]

t2_t1

Hier ist N die Anzahl der Atome im Korper und es kann, wenn a das Atomgewicht oder fiir
zusammengesetzte Korper Moleciilgewicht, n die Anzahl der Atome im Moleciil ist,

p_a
N =n

gesetzt werden. Fiir den Fall 6(t, —t;) = 0 wird also
W _y
n

15
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daher das Product aus specifischer Warme und Atomgewicht doppelt so grof}, als fiir absolute
Gase bei constantem Volum, wo es =1 wird. Dieses Gesetz will Masson auf experimentellem
Wege fiir feste Korper bestétigt gefunden haben (siehe die bereits erwdhnte Abhandlung ,sur la
correlation etc Ann. de Chim., Ser. 111, vol. 53); es wiirde also daraus ein derartiger Isochronismus
der Schwingungen der Atome fiir feste Korper folgen; wahrscheinlich ist jedoch der Vorgang etwas
complicirter und ich werde vielleicht ein anderes Mal auf die Anwendung dieser Formeln auf feste
Korper zurtickkommen, in denen jedenfalls der Grund fiir die angenéherte Giltigkeit des Dulong-
Petit und Neumann’schen Gesetzes zu liegen scheint.

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wien.
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